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Abstrak

Misalkan G = (V,E) adalah graf terhubung dan ¢ suatu pewarnaan k-sejati dari G. Misalkan pula IT =
{€,,C,, ..., €} merupakan partisi dari V(G) yang diinduksi oleh pewarnaan c. code warna cy(v) dari v
adalah k-pasang terurut (d(v, €1),d(v, C5),....d(v, C)) dengan d(v, C;) = min {d(v, x)|x € C;} untuk 1 <
i < k. Jika semua titik di G mempunyai kode warna berbeda, maka c disebut pewarnaan-k lokasi dari G.
Bilangan kromatik lokasi dari G, dan dinotasikan dengan x; (G), adalah bilangan terkecil k sehingga G
mempunyai pewarnaan-k lokasi. Subdivisi operasi barbell tertentu graf origami graf yang disubdivisi, s >
1, adalah graph dengan V(B3 ) = {u;, Upsi, Vi, Vnsis Wi, Wai|1 S T <} U {x;]1 < i < s} dan E(B,) =
{uiwi, wvy, VW, Uil g, Williyq|1 S TSN}V (U Wi UniVntio VntiWntio Un+ilnsit 1 Watilntivt |1 <
i<n-—1}U{u,xq, x,u,41} U {x;x;41|1 < i < s — 1}. Pada penelitian ini akan dibahas bilangan kromatik
lokasi subdivisi operasi barbell tertentu graf origami By, By,, By dan Bp,.

Kata kunci : bilangan kromatik lokasi, barbell graf origami, subdivisi.

Abstract

Let G = (V,E) be a connected graph and ¢ be a proper k-coloring of ¢ with color 1,2,...,k. Let I =
{€4,C,, ..., C} be apartition of V(&) which is induced by coloring c¢. The color code ¢y (v) of v is the ordered
k-tuple (d(v, C,),d(v, C),....d(v, Cy)) where d(v, C;) = min {d(v, x)|x € C;}for any i. If all distinct vertices
of G have distinct color codes, then c is called k-locating coloring of G. The locating-chromatic number,
denoted by x;, (G), is the smallest k such that G has a locating k-coloring. Subdivision certain barbell origami
graphs, for s > 1, is a graph with V(B ) = {;, Up+s, Vi, Vnsis Wi, Wniil1 ST <} U {x;]1 < i < s} and
E(B},) = {ww;, wvy, vw;, wity g, Witti 4|1 < i < m} U
{Un+iWntio Un+iVnsi VntiWntio Unvilntiv b Watilariv1|1 S TS — 13U {up X, X1} U {Xix4[1 <0<
s —1}. In this paper, we will determined the locating-chromatic number of subdivision certain barbell
origami graphs Bg,, Bp,, By, and Byp,.

Keywords: locating-chromatic number, barbell origami graph, subdivision.

1. Pendahuluan

Bilangan kromatik lokasi pertama kali diperkenalkan oleh Chartrand dkk. [1]. Konsep ini ialah perpaduan
konsep pewarnaan titik sesuatu graf serta konsep dimensi partisi sesuatu graf. Pewarnaan titik sesuatu graf
merupakan pemberian warna kesemua titik- titik pada sesuatu graf dengan syarat tiap titik yang bertetangga
memiliki warna yang berbeda. Banyaknya warna minimum yang digunakan untuk pewarnaan titik pada sesuatu
graf disebut bilangan kromatik lokasi, yang dinotasikan dengan x, (G ). Misalkan ¢ merupakan suatu pewarnaan
titik pada graf G dengan c(u) # c(v), untuk u dan v yang bertetangga di G. Misalkan C; merupakan himpunan
titik yang diberi warnai, yang selanjutnya disebut kelas warna, maka I1 = {C;, C,,--, C; } merupakan himpunan
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Irawan dkk: Bilangan Kromatik Lokasi Subdivisi Operasi Barbel Tertentu Graf Origami B3, B3,, B, Bg,

yang terdiri dari kelas-kelas warna dari V(G). Kode warna Cp(v) dari v adalah k-pasang terurut
(d,Cy),d(v,Cy), -, d(v, C,)) dimana d(v,C;) = min{d(v,x)|x € Ci}, untuk 1 <i < k. Selanjutnya pada
tahun 2003 Chartrand dkk. [2] juga telah menunjukan bahwa terdapat pohon berorde n > 5 yang mempunyai
bilangan kromatik lokasi k jika dan hanya jika k € (3,4, ...,n — 2,n).

Asmiati [3] telah mengkarakterisasi semua pohon berbilangan kromatik lokasi 3. Bilangan kromatik lokasi
perkalian join dari dua graf, graf kipas, graf roda, dan graf persahabatan diperkenalkan oleh Behtoei dan Anbarloei
[4]. Purwasih dkk. [5] telah mendapatkan bilangan kromatik lokasi subdivisi graf pada satu sisi. Syofyan dkk. [6]
juga telah mendapatkan bilangan kromatik lokasi pada graf lobster homogen. Selanjutnya Welyyanti dkk. [7] telah
menentukan bilangan kromatik lokasi dari graf pohon lengkap. Syofyan dkk. [8] juga telah berhasil menemukan
bilangan kromatik lokasi pada graf pohon tertentu. Kemudian Syofyan dkk. [9] mendapatkan bilangan kromatik
lokasi dari graf pohon grid 2 dimensi.

Pada operasi barbell, Asmiati dkk. [10] telah menentukan bilangan kromatik lokasi barbell graf tertentu pada
graf lengkap dan graf Petersen diperumum P(n,1). Pada graf origami 0,,, Nabila dan Salman. [11] telah
menentukan bilangan terhubung pelangi pada graf origami O,,. Misalkan n € N, dengan n > 3. Graf origami O,
di titik 3n adalah graf dengan V(0,) = {u;,v;w;:i € {1,..,n}} dan E(0,) = {u;w;, w;v;, v;w;, U, Ujyq,
w400 € {1, ..., n—1}} U {u,uq, wyuq}. Pada tahun 2021 Irawan dkk.[12] telah berhasil menentukan bilangan
kromatik lokasi graf origami dan subdivisi graf origami pada sisi luar. Selanjutnya, lrawan dkk. [13] telah
menentukan bilangan kromatik lokasi pada operasi barbell tertentu graf origami. Pada makalah ini akan dibahas
bilangan kromatik lokasi barbel graf origami B, (untuk n = 3, 4,5, 6) yang disubdivisi sebanyak s > 1 titk x;,
1 < i < s pada lintasan u,u,, dilambangkan dengan Bg_, B3, , By dan Bg, .

Teorema dasar bilangan kromatik lokasi suatu graf telah diberikan oleh Chartrand dkk. [1]. Definisikan N (v)
sebagai himpunan yang berisi semua titik yang menjadi tetangga v.
Teorema 1.1 [1] Misalkan ¢ adalah pewarnaan lokasi pada graf terhubung G. Jika u dan v adalah dua titik yang
berbeda di G sedemikian sehingga d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w € V(G) — {u, v}, maka c(u) # c(v).
Secara khusus, jika u dan v titik titik yang tidak bertetangga di G sedemikian sehingga N(u) # N(v), maka
c(u) # c(v).
Teorema 1.2 [13] Bilangan kromatik lokasi barbel tertentu graf origami adalah 5.

2. Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini, akan didiskusikan tentang bilangan kromatik lokasi barbel tertentu graf origami yang
disubdivisi B, B, , B dan B,

Teorema 2.1 Bilangan kromatik lokasi dari B§, adalah, y,(BS, ) =5

Bukti. Misalkan B3, subdivisi operasi barbell tertentu graf origami, s=>1, dengan V(B(§3) =
(Ui Uz, Vi, U3y Wi, Wayli = 1,2,3 U {x]1<i<s} dan 5(353) = {WWi, WV, VW, Uil Willipgs =
1,2,3} U {Us4iW3a4i Us4iV340 V34iWa4i Us4illztivt, Warilsrias = 1,2} U {ugxy, xsuy} U {xpxgq0i =
1,...,s —1}. Pertama, akan ditentukan batas bawah dari B3,. Karena subdivisi dari operasi barbell tertentu graf
origami B3, memuat barbell graf origami B, maka berdasarkan Teorema 1.2. x, (Bf)3 ) > 5.

Selanjutnya, akan ditentukan batas atas dari Bp,, untuk menunjukan bahwa ¥, (333 ) < 5, pandang
pewarnaan-5 pada Bp, sebagai berikut:
Cy = {uy, Wy, U, Vs};
C, = {uy, vz, ws};
Cs = {usz, V5, Wy, Wwg} U {x;|untuk i genap, i = 1};
Cy = {uy, v1, W3, Us, Uy, Ve } U {x;|untuk i ganjil, i = 2};
Cs = {w1}.

Pewarnaan ¢ akan membangun suatu partisi I pada V(Bg3). Akan ditunjukan bahwa kode warna dari semua

titik di 353 berbeda. Diperoleh cp(u,) = (0,2,1,1,1); cg(uy) = (1,1,0,1,2); cq(us) = (1,2,1,0,1); cn(u,) =
(1,0,1,1,s + 3); cq(us) =(1,1,1,0,s +4); cplug) =(0,1,1,1,s +4); cp(vy) =(1,3,2,0,1); cp(vy) =
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(1r 31 0; 1: 2); Cn (173) = (21 0; 1! 11 3); Cn (v4-) = (21 1; lr OIS + 4); CH(US) = (0, 1' 2! 1,S + 5); CH(UG) =
(11 2; 1! OIS + 5)1 C[‘[(Wl) = (1|31 2: 11 0)) CH(WZ) = (0; 2! 1) 1: 2)! CH(W3) = (1!11 1! 0!2); CH(W4) =
(2,1,0,1,s + 4); cyws) =(1,0,2,1,5 +5); cn(we) = (1,1,0,1,s + 4); Untuk s = 1, diperoleh cp(x;) =

(i+1,1,1,0,i + 2). Untuk i ganjil, i < EJ s = 2 diperoleh cp(x;) = (i +1,i +1,1,0,i + 2). Untuk i genap,
i< EJS > 2diperolehc(x;) = (i +1,i + 1,0,1,i + 2). Untuk i ganjil, i > EJ s = 2 diperoleh c(x;) = (s —

i+2,5—1+1,1,0,i +2). Untuk i genap, i > ||, s > 2 diperoleh cp(x) = (s — i +2,5 — i +1,0,1,i + 2).
Karena kode warna pada semua titik berbeda, maka ¢ adalah pewarnaan lokasi pada operasi barbell tertentu
graf origami By, . Jadi x,(Bo, ) < 5. O

Teorema 2.2 Bilangan kromatik lokasi dari B§, adalah, x,(B§, ) = 5

Bukti. Misalkan Bg, subdivisi operasi barbell tertentu graf origami, s =1, dengan V(Bg4) =
{ug, Uas i Viy Vagis Wi, Wayili = 1,2,3,4} U {x;]1 < i <s} dan E(B(S,4) = {w;w;, U;v;, ViW;, Uil Willjpq L =
1,2,3,4} U {Ug4iWasis UasiVaris VasiWarir UariUarivt Warillarivns L = 12,3} U {ugii, x5us} U {xx44:0 =
1,...,s —1}. Pertama, akan ditentukan batas bawah dari Bg,. Karena subdivisi dari operasi barbell tertentu graf
origami B3, memuat barbell graf origami B, , maka berdasarkan Teorema 1.2. x, (354 ) > 5.

Selanjutnya, akan ditentukan batas atas dari Bp,, untuk menunjukan bahwa ¥, (B(S,4 ) < 5, pandang
pewarnaan-5 pada Bp, sebagai berikut :
C1 = {wy, Wy, Wy, ug, Wy };
Cy = {us, us, V3, Uy, Vg, We};
Cs = {Uy, Uy, Uy, Vq, V3, Vg, Ws, Wg } U {x;|untuk i genap, i = 2};
Cy = {uq, ug, vs,v7} U {x;luntuk i ganjil, i > 1};
Cs = {ws}.

Pewarnaan ¢ akan membangun suatu partisi I pada V(Bg4). Akan ditunjukan bahwa kode warna dari semua
titik di By, berbeda. Diperoleh cp(w,) = (1,2,1,0,2); cn(uy) = (1,1,0,1,2); cn(uz) = (1,0,1,2,1); cp(uy) =
(1,1,0,1,1); cnlus) =(1,0,1,1,5s + 2); cplue) =(0,1,1,2,s + 3); cn(uy) =(1,2,0,1,s + 4); cnlug) =
(1,1,1,0,s +3); cn(vy) =(1,3,0,1,3); cn(vy) =(1,0,1,2,3); cplvs) =(2,1,0,3,1);  cnlvy) =
(1,0,1,2,2); cn(vs) =(2,1,1,0,s 4+ 3); cqlve) =(1,1,0,3,s +4); cqlv,) =(1,2,1,0,s +5); cp(vg) =
(2,0,1,1,s+4); cgwy) =(0,2,1,1,3); cn(wy) =(0,1,1,2,2); cp(ws) = (2,1,1,2,1); cp(w,) =
(0,1,1,1,2); cp(ws) =(1,1,0,1,5s + 3); cn(we) = (1,0,1,2,s + 4); cglw,) =(0,2,1,1,s + 4); cglwg) =
(2,1,0,1,s + 3). Untuk s =1, diperoleh c(x;) =(2,1,1,0,2). Untuk i ganjil, i < EJ s = 2 diperoleh
cn(x) =({+1,i+1,1,0,i +1). Untuk i genap, i < EJ s = 2 diperoleh c(x;) = (i+1,i+1,0,1,i + 1).
Untuk i ganjil, i > EJ s =2 diperoleh cp(x;) = (s—i+2,s —i+1,1,0,i + 1). Untuk i genap, i > BJ s=2
diperoleh cp(x;)) = (s —i+2,s—i+1,0,1,i + 1).

Karena kode warna pada semua titik berbeda, maka c adalah pewarnaan lokasi pada operasi barbell tertentu
graf origami By, . Jadi x,(Bo, ) < 5. O

Teorema 2.3 Bilangan kromatik lokasi dari B§_ adalah, y,(BS_ ) = 5

Bukti. Misalkan Bg_ subdivisi operasi barbell tertentu graf origami, s =1, dengan V(Bgs) =
{u, sy, Vi, Vs Wi weaili = 1,2,3,4,5} U {x;|1 <i < s}dan E(Bgs) = {w;w;, WV, VW, Uilipq, Wil L =
1,2,3,4,5} U {Us4 W41, Us+iVs+i Vs 4iWstis Us+iUsivt, Wssillstivs; U = 1,2,3,4} U {usxy, Xsue} U {xX49:1 =
1,...,s —1}. Pertama, akan ditentukan batas bawah dari Bg,. Karena subdivisi dari operasi barbell tertentu graf
origami B3, memuat barbell graf origami B, maka berdasarkan Teorema 1.2. x, (Bf)5 ) > 5.

Selanjutnya, akan ditentukan batas atas dari Bg_, untuk menunjukan bahwa XL(Bf,s)s 5, pandang

S H H .
pewarnaan-5 pada Bp, sebagai berikut:
Cy = {w, wy, ws, wy, ws, uq };
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C, = {Uy, Us, Uy, Vg, Vs, V7, Vo } U {x;|untuk i genap, i = 2};
Cs = {uz, U, Uy, U, V1, V3, Vs, Vg, Vg, V1o};
Cy = {uy, wg, wy, wg, Wy, Wy} U {x;|untuk i ganjil, i > 1};

Cs = {uy, ug}.

Pewarnaan ¢ akan membangun suatu partisi I1 pada V(Bgs). Akan ditunjukan bahwa kode warna dari semua
titik di By, berbeda. Diperoleh cp(uy) = (1,1,1,0,2); cn(uz) = (1,1,0,1,2); cn(uz) = (1,0,1,2,1); cp(uy) =
(1,1,2,2,0); cq(us) = (1,0,1,1,1); cg(ug) = (0,1,1,1,2); cn(u,) = (1,1,0,1,1); cqlug) = (2,2,1,1,0);
cn(ug) =(2,1,0,1,1); ceqluge) =(1,0,1,1,2); cq(vy) =(1,2,0,1,3); cp(vy) =(1,0,1,2,3); cp(yvy) =
(1,1,0,3,2); cplvy) =(1,0,3,3,1); cp(vs) =(1,1,0,2,2); cplve) =(1,2,0,1,3); cqlvy) =(2,0,1,1,2);
cn(vg) = (3,3,0,1,1); cp(vg) =(3,0,1,1,2); cp(vyy) =(2,1,0,1,3); cpwy) =(0,2,1,1,3); cplwy) =
(0,1,1,2,2); cp(wz) = (0,1,1,3,1); cg(wy) = (0,1,2,2,1); cp(ws) = (0,1,1,1,2); cp(we) = (1,2,1,0,2);
cn(w;) =(2,1,1,0,1); cp(wg) = (3,2,1,0,1); cp(ws) = (2,1,1,0,2); cp(wyo) = (1,1,1,0,3). Untuk s = 1,

diperoleh c(x;) = (1,1,2,0,2). Untuk i ganjil, i < |2, s > 2 diperoleh cy(x;) = (i +1,1,i+1,0,i +1).
Untuk i genap, i < EJS > 2 diperoleh c(x;) = (i + 1,0,i + 1,1,i + 1). Untuk i ganjil, i > EJ s > 2 diperoleh
cn(x)=(6-i+1,1,s—i+2,0,s—i+3). Untuk i genap, i> EJ s =2 diperoleh cp(x;) =(s—i+
1,0,s—i+2,1,s—1i+3).

Karena kode warna pada semua titik berbeda, maka ¢ adalah pewarnaan lokasi pada operasi barbell tertentu
graf origami By, . Jadi x,(Bo, ) < 5. O

Teorema 2.4 Bilangan kromatik lokasi dari B§_ adalah, y,(BS. ) = 5

Bukti. Misalkan Bg, subdivisi operasi barbell tertentu graf origami, s=>1, dengan V(B(S,G) =
(Wi, Ugir Vis Verts Wi Werili = 1,2,3,4,5,6} U {x;|1 < i < s} dan E(B§,) = {wwy, wivy, viwi, Uiy, Willis s
i = 1' 2' 3! 4'! 51 6} U {u6+iW6+il Ue+iVe+ir Ve+iWe+ir Us+iUe+i+1) We+ille+i+1s i= 1' 2! 3! 4' 5} U {u6x11x5u7} U
{xixi11:1=1,...,5 — 1}. Pertama, akan ditentukan batas bawah dari Bj,. Karena subdivisi dari operasi barbell
tertentu graf origami B3, memuat barbell graf origami B, maka berdasarkan Teorema 1.2. x,, (356 ) > 5.

Selanjutnya, akan ditentukan batas atas dari Bp,, untuk menunjukan bahwa ¥, (356 ) < 5, pandang
pewarnaan-5 pada Bj, sebagai berikut:
Cy = {wy, wy, wy, ws, wg, u7};
Cy = {us, us, ug, Uy, U1z, V2, Vg, Vg, V7, Vo, V11};
Cs = {uy, Uy, Ug, Ug, Uqq, V1, V3, Us, Vg, V10, V12} U {x;|untuk i genap, i = 2};
Cy = {uy, Wy, wg, Wi, Wi1, Wi} U {x;|untuk i ganjil, i > 1};
Cs = {ws, wo}.

Pewarnaan ¢ akan membangun suatu partisi IT pada V(Bgﬁ). Akan ditunjukan bahwa kode warna dari semua
titik di By, berbeda. Diperoleh cp(w,) = (1,2,1,0,3); cn(uy) = (1,1,0,1,2); cn(uz) = (1,0,1,2,1); cp(uy) =
(1,1,0,3,1); cp(us) = (1,0,1,2,2); cn(ug) = (1,1,0,1,3); cn(uy) = (0,1,2,1,3); cplug) = (1,0,1,1,2);
cn(ug) = (2,1,0,1,1); cnuyg) =(3,0,1,1,1); cn(uyy) =(2,1,0,1,2); cn(ugz) =(1,0,1,1,3); cp(vy) =
(1,3,0,1,4); cn(vy) = (1,0,1,2,3); cn(vs) = (2,1,0,3,1); cg(vy) = (1,0,1,4,2); cn(vs) = (1,1,0,3,3);
cn(ve) = (1,0,1,2,4); cn(v;) =(1,0,3,1,4); cn(vg) =(2,1,0,1,3); cp(ve) =(3,0,1,2,1); cn(vyg) =
(4,1,0,1,2); cq(vi1) = (3,0,1,1,3); cn(v12) = (2,1,0,1,4); cp(wy) = (0,2,1,1,3); ecp(w,) = (0,1,1,2,2);
cn(ws) =(2,1,1,3,0); cn(wy) =(0,1,1,3,2); cn(ws) =(0,1,1,2,3); cnwg) =(0,1,1,1,4); cplw,) =
(1,1,2,0,3); cn(wg) = (2,1,1,0,2); en(wo) = (3,1,1,2,0); cn(Wso) = (3,1, 1,0, 2);cn(wiy) = (2,1,1,0,3);
cn(wyz) = (1,1,1,0,4). Untuk s = 1, diperoleh cp(x;) = (1,2,1,0,4. Untuk i ganjil, i < EJ s = 2 diperoleh

en(x) = (i+1,0+1,1,0,i +3). Untuk i genap, i < |2|, s> 2 diperoleh cp(x;) = (i + 1,i+1,0,1,i + 3).
Untuk i ganjil, i > EJ s > 2 diperoleh cp(x;) = (s —i+ 1,5 —i +2,1,0,5 — i + 4). Untuk i genap, i > EJ
s =2diperoleh cq(x;) = (s—i+1,s—i+2,0,1,s —i +4).
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Karena kode warna pada semua titik berbeda, maka ¢ adalah pewarnaan lokasi pada operasi barbel tertentu
graf origami By, . Jadi x,(Bo, ) < 5. O

Gambar 1. Contoh pewarnaan minimum pada Bj,

3. Kesimpulan

Pada makalah ini, penulis mengkaji bilangan kromatik lokasi untuk operasi tertentu barbell graf origami yang
di subdivisi B3 untuk n = 3,4, 5,6 dimana diperoleh hasil sebagai berikut :

O XL(B[S)3 ) = 5

O XL(BE4) =5
(@] XL(B(S)s) = 5
O XL(B(S)6) = 5
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